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Résumé : Soit A la jacobienne d’une courbe hyperelliptique définie sur un corps de nombres k. On
donne une formule de décomposition de la hauteur de Faltings de A et de la hauteur de Néron-Tate
des points k-rationnels de A. On propose de plus en 3.4 une question de type Bogomolov sur l’espace
de modules Ag des variétés abéliennes principalement polarisées de dimension g.
Abstract : Let A be the jacobian variety of a hyperelliptic curve defined over a number field k.
We provide a decomposition formula for the Faltings height of A and for the Néron-Tate height of k-
rational points on A. We formulate in 3.4 a question of Bogomolov type on the space Ag of principally
polarized abelian varieties of dimension g.
Keywords : Heights, Abelian varieties, Torsion points, Rational points, Hyperelliptic curves.
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1 Introduction
Soit E une courbe elliptique définie sur Q et donnée dans un modèle de Weierstrass. L’ar-
ticle [CoSi86] est dévolu à montrer une formule de décomposition en composantes locales de la
hauteur de Faltings stable de E en fonction des invariants classiques du modèle de Weierstrass
choisi, voir l’énoncé du théorème 2.1 ci-après.
Le présent texte propose une généralisation en dimension supérieure de cette formule. On
traite des jacobiennes de courbes hyperelliptiques, un cadre où la définition d’un discriminant
est aisée et où ce discriminant joue le même rôle que dans le cas elliptique, reliant notamment
des propriétés de bonne réduction de la variété et des formules closes aux places archimé-
diennes en termes de fonctions thêta. A ce titre, les jacobiennes de courbes hyperelliptiques
sont une généralisation naturelle.
Plus généralement, soit A une variété abélienne définie sur Q, principalement polarisée,
semi-stable de dimension g ≥ 1, munie d’un fibré L ample et symétrique. On s’intéresse à trois
questions étroitement liées.
Question 1 : peut-on décomposer en composantes locales la hauteur différentielle de A/k ?
On s’accordera sur le fait qu’une composante locale en la place v d’un corps k de définition
de A est un nombre réel calculable à partir des seules données locales de la variété A en v.
1
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Question 2 : peut-on donner des formules explicites pour les hauteurs locales canoniques
de Néron d’un point Q-rationnel sur A ? L’existence de cette décomposition remonte à Néron
[Nér65].
Question 3 : étant donné un point P ∈ A(Q) ⊂ PN (Q), comment estimer la différence
hˆ(P )−h(P ) pour un choix de hauteur projective h ? Citons par exemple les travaux [CrPrSi06]
et [Bru13] en dimension 1, [FlySm97] et [Sto02] en dimension 2. L’objectif étant d’obtenir en
dimension quelconque de meilleures bornes que celles existantes dans [MaZa72].
On cherche ici à apporter une réponse possible à ces trois questions, réponse provenant de la
construction des modèles de Moret-Bailly des variétés abéliennes. On trouvera le nécessaire les
concernant dans la section 4 du présent texte. Ces modèles de Moret-Bailly (ou MB-modèles)
jouaient déjà un rôle important dans le travail [Paz12, BoDa99] où leur définition est aussi
rappelée en détails.
L’article se veut accessible et comporte ainsi plusieurs paragraphes de rappels. Il est orga-
nisé comme suit. On présente les formules en détails dans la section 2. La section 3 décrit les
énoncés de la théorie des hauteurs de points algébriques utiles à la suite. La section 4 présente
une partie de la théorie des modèles de Moret-Bailly, permettant de calculer la hauteur d’un
point algébrique par la formule clef dans la section 5. Dans la section 6 on donne une formule
explicite valable dans le cas des jacobiennes de courbes hyperelliptiques. Finalement la section
7 montre que toutes les formules proposées pour la hauteur d’une courbe elliptique fournissent
le même résultat.
2 Présentation des décompositions
Dans tout le texte on note Mk l’ensemble des places du corps de nombres k et M
∞
k
l’ensemble de ses places archimédiennes, M0k désignant l’ensemble de ses places finies. On note
d = [K : Q] son degré. Pour toute place v de k on note kv le complété de k pour la valuation
|.|v associée où on fixe |p|v = p−1 pour toute place finie v au-dessus d’un nombre premier p.
On note de plus dv = [kv : Qv] pour le degré local. Pour tout vecteur x = (x1, ..., xn) de k
n
v
on pose
‖x‖v =

(
n∑
i=1
|xi|2v
) 1
2
si v est archimédienne,
max
1≤i≤n
{|xi|v} sinon.
On travaillera avec la hauteur différentielle positive ou hauteur de Faltings positive définie
par hF+(A) =
g
2 log(2π
2)+hF(A), où hF(A) est la hauteur introduite par Faltings dans [Fa84].
Cette version de la hauteur différentielle possède l’agréable propriété d’être positive, voir à ce
sujet la remarque 3.3 ci-dessous.
Le point de départ de cette étude et l’origine de la question 1 est le cas de la dimension 1
où on dispose de la formule suivante exprimant la hauteur différentielle positive d’une courbe
elliptique, montrée par Silverman dans l’ouvrage [CoSi86] page 254 (on a corrigé une puissance
de 2π dans la définition du discriminant, voir par exemple la proposition 8.2 de [deJo05], et
changé la normalisation des métriques ici) :
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Théorème 2.1. (Silverman) Soit E une courbe elliptique sur un corps de nombres k de degré
d. Alors on a
hF+(E) =
1
12d
logNk/Q(∆E)− ∑
v∈M∞
k
dv log
(
|∆(τv)|(2 Im τv)6
) ,
où ∆E est le discriminant minimal de E ; aux places archimédiennes τv est une matrice de
périodes associée à E(kv) et ∆(τv) = q
∏+∞
n=1(1−qn)24 est le discriminant modulaire, en ayant
posé q = e2πiτv .
On cherche à généraliser cette formule en toute dimension. Dans le texte [Aut06], Autissier
prouve une formule valable en dimension générale dans le cas où la variété a potentiellement
bonne réduction partout :
Théorème 2.2. (Autissier) Soit A une variété abélienne de dimension g sur un corps de
nombres k. Supposons que A a potentiellement bonne réduction partout. Soit Θ un diviseur
symétrique et ample sur A, définissant une polarisation principale λ. On pose L = OA(Θ) et
on note µ la mesure de Haar de A(C) de masse 1. Alors
hF+(A) = 2ghˆL(Θ) +
2
d
∑
v∈M∞
k
dvI(Av , λv),
où I(Av , λv) = −
∫
A(kv)
log ‖s‖vµ+ 1
2
log
∫
A(kv)
‖s‖2vµ est positif et indépendant du choix de
section s non nulle du fibré Lv.
L’article [Aut06] contient de plus un résultat de décomposition de hF+(A) − 2ghˆL(Θ)
inconditionnel lorsque A est un produit de courbes elliptiques et de surfaces abéliennes. On
voudrait arriver à une formule explicite tout en se passant de l’hypothèse de bonne réduction.
On traite partiellement la première question dans la partie 6 avec une décomposition
explicite de la hauteur de Faltings pour les jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre
g. Cette formule n’apparaît pas dans la littérature mais est probablement connue des experts.
Comme en dimension 1, le calcul est facilité par un choix de section très agréable et basé
sur l’existence d’un discriminant de la courbe caractérisant la mauvaise réduction aux places
finies et décrit comme une forme modulaire aux places infinies. Il faut cependant tenir compte
du comportement de cette section le long du bord de l’espace de modules de courbes. C’est
la généralisation de la formule de Ueno de l’article [Uen88], établie ici grâce à l’utilisation
des articles de Lockhart [Loc94], Kausz [Kau99] et de Jong [deJo07]. Quelques notations tout
d’abord : pour m ∈ 12Z2g on pose ϕm(τ) = θm(0, τ)8, où θm(z, τ) est la fonction thêta de
caractéristique m associée au réseau de dimension g dont la définition est rappelée en (2). Si
S est un sous-ensemble de {1, 2, ..., 2g + 1} on définit alors mS =
∑
i∈S
mi ∈ 1
2
Z2g avec :
m2i−1 =
[
t(0 ... 0 12 0 ... 0)
t(12 ...
1
2 0 0 ... 0)
]
, 1 ≤ i ≤ g + 1 ,
m2i =
[
t(0 ... 0 12 0 ... 0)
t(12 ...
1
2
1
2 0 ... 0)
]
, 1 ≤ i ≤ g ,
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où le coefficient non nul de la première ligne est en i-ème position. Soit alors T la collection
des sous-ensembles de {1, ..., 2g + 1} de cardinal g + 1. Soit U = {1, 3, ..., 2g + 1} et notons ◦
l’opérateur de différence symétrique. On définit alors :
ϕ(τ) =
∏
T∈T
ϕmT◦U (τ). (1)
Théorème 2.3. Soient k un corps de nombres et C une courbe hyperelliptique définie sur k,
semi-stable et de genre g ≥ 1. On note JC sa jacobienne. On pose l =
(2g+1
g+1
)
. Pour chaque
place archimédienne v on note τv une matrice de l’espace de Siegel
1 Sg telle que Av(C) ≃
Cg/(Zg + τvZ
g) comme variétés abéliennes principalement polarisées et ∆min le discriminant
minimal de C/k. Il existe des entiers ev ≥ 0 et des réels fv ≥ 0 tels que (8g + 4) · fv =
g ·ordv(∆min)− (8g+4)ev et tels que la hauteur de Faltings de JC soit donnée par la formule :
d · hF+(JC) =
∑
v|∆min
dvfv log Nk/Q(v)−
∑
v∈M∞
k
dv log
(
2
− 2g
8g+4 |ϕ(τv)|
1
4l det(Im τv)
1
2
)
,
où ϕ est un produit explicite de constantes thêta donné par la formule (1). Dans le cas parti-
culier des surfaces abéliennes, on obtient
d · hF+(JC) =
∑
v|∆min
dvfv log Nk/Q(v) −
∑
v∈M∞
k
dv log
(
2−
1
5 |J10(τv)|
1
10 det(Im τv)
1
2
)
,
avec J10(τ) =
∏
m∈Z2
θm(0, τv)
2, le produit portant sur l’ensemble Z2 des 10 caractéristiques thêta
paires en dimension 2.
Pour une courbe elliptique, toutes ces décompositions coïncident avec le théorème 2.1, ce
fait est vérifié dans la section 7. Pour les surfaces abéliennes, cela donne une version démontrée
de la formule qu’on peut trouver dans l’article [Uen88] page 765, en précisant les contributions
aux places finies et les conventions pour J10. La comparaison des termes locaux entre la formule
d’Autissier et les formules de Ueno et du théorème 2.3 est moins aisée car le terme hˆL(Θ) n’est
pas trivial en dimension g ≥ 2.
On se donne à présent un MB-modèle de niveau r = 4 sur k, qui est un bon cadre
pour obtenir l’énoncé suivant. Un tel modèle existe toujours modulo une éventuelle extension
finie de corps de nombres. On suppose en particulier que les points de 16-torsion de A, dont
l’ensemble est noté A[16], sont rationnels sur k. On pourra consulter la section 4 (voir aussi
l’article [Paz12] et ses références) pour une présentation détaillée de ces modèles et de leurs
propriétés. On montre alors comme corollaire direct du théorème 2.3 et de la proposition 5.4 :
Corollaire 2.4. Soit A une jacobienne de courbe hyperelliptique de dimension g définie sur
Q, semi-stable et munie d’un fibré L ample et symétrique portant une polarisation principale.
Soit R ∈ A(Q), soit k un corps de définition de A, A[16], R. Alors on a la formule
ĥA,L⊗16(R)− hA,L⊗16(R) =
1
d
∑
v∈Mk
dvαA,L,v(R)
où αA,L,v(R) est donné par la différence des termes locaux dans la définition 5.3 et dans le
théorème 2.3, en tenant compte du facteur 1/2.
1. La définition de cet espace est rappelée dans la section suivante.
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Ce corollaire est donc une réponse possible pour les questions 2 et 3 proposées plus haut.
Obtenir de telles décompositions permet de mener des calculs explicites place par place. Cela
a des applications, par exemple dans le procédé de saturation du groupe de Mordell-Weil (i.e.
la recherche de générateurs explicites du groupe des points rationnels), où il est important
de savoir estimer la différence entre hauteur canonique et hauteur naïve d’un point rationnel.
On sait depuis Manin-Zarhin [MaZa72] pour les points et David-Philippon [DaPh02] pour les
sous-variétés que la valeur absolue de cette différence est majorée par la hauteur de la variété
abélienne ambiante, à une constante explicite près. On trouve dans la proposition 5.4 (ou
corollaire 2.4 ci-dessus) une égalité permettant d’affirmer, avec le théorème 2.3, qu’on peut
estimer cette différence en menant des calculs locaux.
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3 Hauteurs globales, hauteurs locales
On rappelle dans cette section un théorème de Néron, la définition de l’espace de Siegel et
la définition de la hauteur de Faltings.
Théorème de Néron
Une hauteur de Weil hA,D associée à un diviseur D sur une variété abélienne A/k est par
définition une somme indexée par les places de k de fonctions λD,v à valeurs réelles (définies
hors du diviseur D). C’est une fonction vérifiant la relation suivante (issue du théorème du
cube) : il existe une constante c telle que pour tous points P,Q,R ∈ A(k), et en notant
temporairement h = hA,D :∣∣∣h(P +Q+R)− h(P +Q)− h(Q+R)− h(R+ P ) + h(P ) + h(Q) + h(R)∣∣∣ ≤ c.
Si on suppose de plus que le diviseur D est symétrique on obtient (en prenant R = −Q) une
relation de quasi-parallélogramme :∣∣∣h(P +Q) + h(P −Q)− 2h(P ) − 2h(Q)∣∣∣ ≤ c.
Le passage à la limite effectué pour définir la hauteur de Néron-Tate permet d’obtenir c = 0.
Cette construction offre donc l’avantage suivant : la hauteur de Néron-Tate devient une forme
quadratique, dont le cône isotrope est le sous-groupe de torsion de la variété abélienne. Le
théorème suivant de Néron offre la possibilité de décomposer cette hauteur canonique aussi
(voir [HiSi00] page 242) :
Théorème 3.1. (Néron) Soit A/k une variété abélienne définie sur un corps de nombres k.
Soit Mk l’ensemble des places de k. Pour tout diviseur D sur A on note AD = A\ supp(D).
Alors pour toute place v ∈ Mk il existe une fonction hauteur locale, unique à une fonction
constante près :
λ̂D,v : AD(kv) −→ R,
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appelée hauteur locale canonique, dépendant du choix de D et vérifiant les propriétés suivantes,
avec γi,v des constantes dépendant de v :
1. λ̂D,v − λD,v est une fonction bornée.
2. Pour tous diviseurs D1 et D2 sur A, on a λ̂D1+D2,v = λ̂D1,v + λ̂D2,v + γ1,v.
3. Si D = div(f), alors λ̂D,v = v ◦ f + γ2,v, où v(.) = − log |.|v.
4. Si Φ : B → A est un morphisme entre deux variétés abéliennes alors on a la relation
λ̂Φ∗D,v = λ̂D,v ◦ Φ+ γ3,v.
5. Soit Q ∈ A(k) et soit tQ : A → A la translation par Q. Alors on a la relation :
λ̂t∗
Q
D,v = λ̂D,v ◦ tQ + γ4,v.
6. Soit ĥA,D la hauteur globale canonique de A associée à D. Il existe une constante cˆ telle
que, pour tout P ∈ AD(k) :
ĥA,D(P ) =
1
d
∑
v∈Mk
dvλ̂D,v(P ) + cˆ.
7. Si D vérifie [2]∗D = 4D + div(f) pour f une fonction rationnelle sur A et si l’on fixe
les constantes de telle sorte que, pour tout P ∈ AD avec [2]P ∈ AD, on ait la relation
(∗) λ̂D,v([2]P ) = 4λ̂D,v(P ) + v(f(P )), alors pour tout P ∈ AD :
ĥA,D(P ) =
1
d
∑
v∈Mk
dvλ̂D,v(P ).
(Notons que f est unique à multiplication par une constante a ∈ k∗ près. Notons aussi
que la relation (∗) permet de fixer la constante cˆ = 0 dans l’item précédent.)
Espace de Siegel et fonctions thêta
Soit v une place archimédienne. On notera Sg l’espace de Siegel associé aux variétés
abéliennes sur kv principalement polarisées de dimension g et munies d’une base symplectique
(on pourra consulter [BiLa04] page 213). C’est l’ensemble des matrices τ = τv de taille g × g
symétriques à coefficients complexes et vérifiant la condition Im τ > 0 (i.e. définies positives).
Cet espace est muni d’une action transitive du groupe symplectique Γ = Sp(2g,R) donnée
par : [
A B
C D
]
·τ = (Aτ +B)(Cτ +D)−1.
On considère alors Fg un domaine fondamental pour l’action du sous-groupe Sp2g(Z). On
peut choisir Fg de telle sorte qu’une matrice τ de ce domaine vérifie en particulier les conditions
suivantes (voir [Fre83] page 34) :
• S1 : Pour tout σ ∈ Sp2g(Z) on a : det(Imσ · τ) ≤ det(Im τ). On dira que Im τ est
maximale pour l’action de Sp2g(Z).
• S2 : Si Re τ = (ai,j)1≤i,j≤g alors |ai,j| ≤ 12 pour tous 1 ≤ i, j ≤ g.
• S3 : Si Im τ = (bi,j) alors pour tout l ∈ {1, ..., g} et tout ζ = (ζ1, ..., ζg) ∈ Zg tel que
pgcd(ζl, ..., ζg) = 1 on a
tζ(Im τ)ζ ≥ bl,l. De plus pour tout i ∈ {1, ..., g} on a bi,i+1 ≥ 0.
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Ces conditions impliquent bg,g ≥ ... ≥ b1,1 ≥
√
3/2 et bi,i/2 ≥ |bi,j|. On définit alors pour
z ∈ Cg et τ ∈ Sg les séries thêta avec caractéristiques a, b ∈ Rg :
θa,b(z, τ) =
∑
n∈Zg
eiπ (n+a)
′τ(n+a)+2iπ (n+a)′(z+b), (2)
où x′ est le vecteur ligne transposé du vecteur colonne x ∈ Rg. On dira que les matrices de Fg
sont réduites au sens de Siegel.
Hauteur de Faltings positive
Soient k un corps de nombres de degré d et S = Spec(Ok) le spectre de son anneau
d’entiers. Un fibré vectoriel métrisé de rang r sur S est un Ok-module projectif L de rang r
muni d’une collection {||.||v}v∈M∞
k
telle que ||.||v soit une norme hermitienne sur le kv-espace
vectoriel L ⊗Ok kv, vérifiant ||x||v = ||x||v pour tout plongement v : k →֒ C.
Le degré d’Arakelov d’un fibré en droites métrisé (L, ||.||v) sur S est défini, en prenant un
élément non nul s ∈ L :
d̂eg(L) = log Card
(
L/sOk
)
−
∑
v∈M∞
k
dv log ‖s‖v .
La formule du produit nous assure que ce degré ne dépend pas globalement du choix de section
s non nulle (mais les formules locales dépendent de la section bien entendu).
Soit alors A/k une variété abélienne de dimension g ≥ 1. Soient A → S son modèle de
Néron, ε : S → A sa section neutre et ΩgA/S le faisceau des g-formes différentielles, qui
est localement libre de rang 1. On pose ωA/S = ε
∗(ΩgA/S) ; c’est un fibré en droites sur
S = Spec(Ok) qu’on peut identifier au module de ses sections globales. On munit ce fibré
des métriques suivantes :
∀α ∈ ωA/S ⊗v C, ||α||2v =
ig
2
(2π)2g
∫
Av(C)
α ∧ α, (3)
où on a identifié α à une section globale de ΩgA/S . On notera qu’on a choisi ici d’élever 2π à
la puissance 2g, voir la discussion plus bas. On définit alors :
Définition 3.2. Soit A/k une variété abélienne semi-stable définie sur un corps de nombres
k. On appelle hauteur de Faltings positive la quantité :
hF+(A) =
1
d
d̂eg(ωA/S).
On a donc la relation
hF+(A) =
g
2
log(2π2) + hF(A),
où hF(A) est la hauteur de Faltings de [Fa84].
Remarque 3.3. Un point sur la normalisation des métriques hermitiennes.
La puissance ig
2
au numérateur est en fait ig(−1) g(g−1)2 , le terme −1 provient du caractère
alterné du produit extérieur. Il y a ensuite (au moins) cinq possibilités intéressantes pour le
dénominateur.
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A. 2g : cela permet de simplifier le passage des coordonnées complexes aux coordonnées
réelles dans les calculs de volumes, voir par exemple l’article de Chai dans [CoSi86]
page 250. C’est le choix de [Fa84].
B. (2π)g : permet d’obtenir une formule de hauteur dans le cas CM qui ne fait pas interve-
nir de puissance de π, d’après la formule de Chowla-Selberg. Voir par exemple [Del85]
page 29.
C. (2π)2g : assure que la hauteur de Faltings est toujours positive, d’après une inégalité
de Bost, voir [Bo96a] ou [Aut06], ainsi que des détails de preuve dans [GaRé14].
D. (4π)
2g
3 : supprime le terme constant dans la formule de Noether donnée dans [MB89],
si on garde la normalisation traditionnelle du δ de Faltings.
E. 1 : évite les constantes dans la définition initiale. C’est le choix fait dans [Col98].
Dans ce travail, nous avons opté pour le choix C. Un choix qui conduit plus naturellement à
la question : les variétés de hauteur minimale ont-elle une structure particulière ? Ce que l’on
pourrait formuler de la manière suivante :
Question 3.4. (Bogomolov sur Ag) Peut-on trouver un réel explicite optimal εg > 0 qui
ne dépende que de g et tel que pour toute variété abélienne A sur Q de dimension g on ait
hF+(A) ≥ εg ? Pour quelle dépendance en g ? Est-ce que εg est toujours atteint pour une
variété admettant des multiplications complexes ?
Nous savons d’ores et déjà que l’additivité de la hauteur va fournir des contraintes sur la
famille (εg)g≥1. Par exemple si E est une courbe elliptique sur Q on aura hF+(E
g) ≥ εg, ce
qui implique gε1 ≥ εg. Une formule du type εg = c0g, avec c0 une constante universelle, serait
fonctorielle. La littérature nous renseigne dans la remarque suivante sur l’existence de “petits
points”.
Remarque 3.5. On donne ici des exemples de calculs de la hauteur de Faltings avec le choix
de métrique fait ici :
1. (D’après Bost, Mestre, Moret-Bailly [BoMeMo90] page 93) On observe la courbe C de
genre 2 donnée par l’équation affine y2 + y = x5 sur un corps de nombres sur laquelle
elle est semi-stable, alors
hF+(JC) = 3 log 2π −
1
2
log
(
Γ
(1
5
)5
Γ
(2
5
)3
Γ
(3
5
)
Γ
(4
5
)−1)
,
donc de valeur approchée hF+(JC) = 0, 38537... ≥ ε2.
2. (D’après Chowla-Selberg, voir Deligne [Del85] page 29) Si E est une courbe elliptique
semi-stable sur un corps de nombres et à multiplication complexe par l’anneau des
entiers de Q(
√−D) où −D est le discriminant, on note ǫ le caractère quadratique de
Dirichlet, w le nombre d’unités et h le nombre de classes, alors
hF+(E) =
1
2
log 2π − 1
2
log
 1√
D
[ ∏
0<a<D
Γ
( a
D
)ǫ(a)] w2h ,
en particulier si on choisit D = 3 on trouve la valeur approchée hF+(E) = 0, 16993... ≥
ε1.
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4 Modèles de Moret-Bailly des variétés abéliennes
On rappelle dans ce paragraphe une partie de la théorie des modèles de Moret-Bailly, voir
[MB85a] et [MB90]. Cela reprend des travaux de [Bo96b], § 4. 2, dans la même veine que
[Paz12, BoDa99].
4.1 Définitions
Soit k un corps de nombres, Ok son anneau d’entiers et π : A −→ Spec(Ok) un schéma en
groupes semi-stable, i. e. un schéma en groupes lisse de type fini et séparé sur Spec(Ok), tel
que les composantes de ses fibres sont des extensions de variétés abéliennes par des tores.
Soit L un fibré en droite sur A. Notons
pi : L3 := L ×Ok L ×OK L −→ L , i = 1, 2, 3
les projections sur les trois facteurs, notons
pI : A3 −→ A
le morphisme envoyant un point géométrique (x1, x2, x3) sur
∑
i∈I xi, pour tout sous-ensemble
non vide I de {1, 2, 3}, et notons par OA3 le fibré hermitien trivial (OA3 , ‖.‖) donné par
‖1‖ = 1. Alors, un fibré en droites hermitien L sur A est cubiste si et seulement s’il existe un
isomorphisme isométrique
D3(L) :=
⊗
I⊂{1,2,3},I 6=∅
(
p⋆IL
)⊗(−1)#I ∼−→ OA3 (4)
de fibrés en droites hermitiens sur A3 satisfaisant de bonnes conditions de symétrie et de
cocycle (confer [MB85a], I. 2. 4. 5., (i) et (iii)). La relation (4) implique que si ε : Spec(Ok) −→
A est la section neutre,
ε⋆L ≃ OSpec(Ok) ,
et si Ak est une variété abélienne, la (1, 1) forme c1(L) est invariante par translation sur tous
les tores complexes Aσ(C), pour σ : k →֒ C.
Réciproquement, si A est un schéma abélien sur Ok, ces deux dernières propriétés carac-
térisent les fibrés en droites hermitiens sur A.
Soit π : A −→ Spec(Ok) un schéma en groupes semi-stable dont la fibre générique Ak est
une variété abélienne. Pour tout fibré en droites M sur A, l’image directe π⋆M est cohérente
(voir [MB85a], lemme VI, I. 4. 2) et sans torsion, donc localement libre. Si Lk est un fibré en
droites cubiste hermitien sur A et si Lk est ample sur Ak, alors L est ample on A (voir [Ra85],
théorème VIII. 2, et [MB85a], proposition VI. 2. 1) et c1(L) est strictement positif sur A(C).
En effet, elle est invariante par translation sur chaque composante de A(C) et cohomologue
à une forme (1, 1) strictement positive. On peut ainsi définir π⋆(L) comme le fibré vectoriel
hermitien de rang
ρ(LQ) :=
1
g!
c1(LQ)g
sur Spec(Ok) tel que π⋆(L) muni de la structure hermitienne héritée de la métrique L2 notée
‖.‖ sur L et la mesure de Haar normalisée sur le tore complexe Aσ(C). En d’autres termes,
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pour toute section s ∈ π⋆L ⊗σ C ≃ H2(Aσ,Lσ), on pose
‖s‖2σ =
∫
Aσ(C)
‖s(x)‖2
L
dµ(x) ,
où dµ désigne la mesure de Haar normalisée sur Aσ(C).
Définition 4.1. Soit A une variété abélienne sur Q, soit L un fibré en droites ample et
symétrique sur A et F un sous-ensemble fini de A(Q). On appelle MB-modèle de (A,L, F )
sur un corps de nombres k ⊂ Q la donnée suivante :
• un schéma en groupes semi-stable π : A −→ Spec(Ok),
• un isomorphisme i : A→∼ AQ de variétés abeliennes sur Q,
• un fibré hermitien cubiste L sur A,
• un isomorphisme ϕ comme précisé en [Paz12] dans la proposition 2.5.
• pour tout P ∈ F , une section εP : Spec(Ok) −→ A de l’application π telle que le point
géométrique εP,Q ∈ A(Q) égale le point i(P ),
satisfaisant de plus les conditions : il existe un sous-schéma K de A, plat et fini sur Spec(Ok),
tel que i−1(KQ) égale le groupe de Mumford K(L⊗2), i.e. le sous-groupe algébrique fini de A
dont les points rationels x sur Q sont caractérisés par l’existence d’un isomorphisme de fibrés
en droites sur A
t⋆xL
⊗2 ≃ L⊗2 .
Définition 4.2. Pour tout triplet (A,L, r) avec A une variété abélienne sur Q et L un fibré
en droites symétrique et ample, r > 0 un entier pair, on dit qu’un corps de nombres k est MB
s’il existe un MB–modèle du type (π : A −→ Spec(Ok), i,L, ϕ, (εP )P∈Ar2 ) rationnel sur k.
Remarque 4.3. On peut construire des corps de nombres MB en utilisant le théorème de
réduction semi-stable (confer [MB85a] Theorem 3.5 page 58).
4.2 Propriétés des MB–modèles
Les propriétés principales des MB–modèles sont montrées par Moret-Bailly en [MB85a] et
[MB90]. Voir de plus Breen [Br80] et Mumford [Mum83]. En voici une présentation concise :
Théorème 4.4. Soit A une variété abélienne de dimension g sur Q, soit L un fibré en droites
symétrique et ample sur A et F un sous-ensemble fini de A(Q). On a
(i) Existence. Pour tout corps de nombres k0, il existe un corps de nombres k contenant k0
et un MB–modèle (π : A −→ Spec(Ok), i,L, ϕ, (εP )P∈F ) pour les données (A,L, F ).
(ii) Hauteur de Néron-Tate. Pour tout MB–modèle comme en (i) et pour tout point P ∈ F ,
la hauteur normalisée [k : Q]−1d̂eg(ε⋆PL) égale la valeur en P de la hauteur de Néron-
Tate associée à L et notée ĥL(P ).
(iii) Indépendance des MB–modèles. Pour toute paire de MB–modèles
(π : A −→ Spec(Ok), i,L, ϕ, (εP )P∈F )
et
(π′ : A −→ Spec(Ok), i′,L′, ϕ′, (ε′P )P∈F )
de (A,L, F ) sur un corps de nombres k, les isomorphismes canoniques i, ϕ, i′ et ϕ′ :
(π⋆L)Q ≃ H0(A,L) ≃ (π′⋆L)′Q
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et
(ε⋆PL)Q ≃ L|P ≃ (ε′P ⋆L′)Q (∀P ∈ F )
s’étendent en isomorphismes isométriques de fibrés en droites hermitiens sur la base
Spec(Ok) :
π⋆(L) ≃ π′⋆(L′)
et
εP
⋆(L) ≃ ε′P ⋆(L′) .
(iv) Extensions des scalaires. Soit
(π : A −→ Spec(Ok), i,L, ϕ, (εP )P∈F )
un MB-modèle sur un corps de nombres k et soit k′ un corps de nombres tel que
k ⊂ k′ ⊂ Q. On obtient par extension des scalaires de Ok à Ok′ un schéma en groupes
semi-stable
π˜ : A˜ := A×Ok Ok′ −→ Spec(Ok′) ,
un fibré en droites hermitien L˜ sur A˜ (en tirant en arrière L par la première projection
A×Ok Ok′ −→ A), des sections
ε˜P := εP ⊗Ok Ok′ : Spec(Ok′) −→ A˜ ,
et les isomorphismes i et ϕ déterminent des isomorphismes :
i˜ : A→∼ A˜Q et ϕ˜ : L→∼ i˜⋆LQ .
Le 5-uplet (π˜ : A˜ −→ Spec(Ok′), i˜, L˜, ϕ˜, (ε˜P )P∈F ) est un MB-modèle de (A,L, F ) sur
k′. De plus, si j : Spec(Ok′) −→ Spec(Ok) est l’application inclusion Ok →֒ Ok′, alors
l’isomorphisme canonique :
j⋆π⋆L −→ π˜⋆L˜
définit un isomorphisme isométrique de fibrés vectoriels hermitiens sur la base Spec(Ok′) :
j⋆π⋆L −→ π˜⋆L˜ .
(v) Pente de π⋆L. Pour tout MB-modèle comme en (i) on a π⋆L semi-stable et :
d̂egπ⋆L
[K : Q]ρ(L)
= −1
2
hF (A) +
1
4
log
(
ρ(L)
(2π)g
)
.
(vi) Points base. Pour tout MB-modèle comme en (i), et tout n ∈ N⋆, soit A[n] le plus
petit schéma en groupes ouvert de A contenant K(L⊗n
Q
). Si n est pair et si la clô-
ture de K(L⊗n
Q
) dans A est finie sur Spec(Ok), alors les sections globales H0(A,L⊗n)
engendrent L⊗n sur A[n].
Démonstration. Les preuves de (i)-(v) sont données dans [Bo96b], § 4. 3. 2. Le (vi) vient de
[MB85a], VI. 3.4 et VI. 2. 2.
Remarque 4.5. On remarque que si (π : A −→ Spec(Ok), i,L, ϕ, (εP )P∈F ) est un MB-
modèle, alors (π : A −→ Spec(Ok′), i,L⊗r
2
, ϕ, (εP )P∈F ) est aussi un MB-modèle pour une
extension k′ de k.
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5 Hauteur d’un point par la formule clef
Soit (A,L) une variété abélienne principalement polarisée et définie sur un corps de
nombres k et soit F = A[4] le sous-groupe de 4-torsion de A. On se donne un MB-modèle
associé à (A,L, F ) comme dans la partie précédente (π : A −→ Spec(OK), i,L, ϕ, (εP )P∈F ).
On rappelle ici quelques notations de l’article [Paz12].
Soit Γ un système de représentants de Ar2/Ar, le quotient des points de r
2-torsion par le
groupe des points de r-torsion. Notons F = (π⋆L)Γ la somme directe de r2g copies de π⋆L,
indexée par Γ. Le sous-schéma BF des points bases du système linéaire F de sections de L⊗r2
est défini comme le sous-schéma fermé de A dont le faisceau d’idéaux IBF est tel que l’image
de l’application canonique π⋆F −→ L⊗r2 soit IBF .L⊗r
2
.
Comme BF ne coupe pas la fibre générique Ak, pour toute section P de π, le sous-schéma
P ⋆BF de Spec(Ok) est un diviseur. On notera :
Définition 5.1.
P ⋆BF =
∑
ppremier
deOk,
p ∤∞
βp(L⊗r2 ,F , P )p . (5)
Dans cette définition, les βp sont des entiers positifs presque tous nuls. Le fibré F varie avec
le fibré L.
Définition 5.2. Soit (A,L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps de
nombres k, de dimension g, avec L symétrique et ample. Soit P un point de A(Ok) et σ : k →֒ C
un plongement complexe. Soit τσ un point de l’espace de Siegel Sg tel que :
Aσ(C) ≃ Cg/(Zg + τσZg) (6)
comme variétés abéliennes principalement polarisées, et soit z ∈ Cg tel que [z] ∈ Cg/(Zg+τσZg)
soit l’image de Pσ par l’application (6). Alors on pose :
βσ(L⊗r
2
,F , P ) = −1
2
log
2 g2 ∑
e∈Zr(τσ)
‖θ‖2(rz + e, τσ)
 , (7)
où on a noté Zr(τσ) l’ensemble 1r (Zg + τσZg)/(Zg + τσZg) et où on utilise
‖θ‖(z, τ) = det(Im τ) 14 exp(−π t Im z(Im τ)−1 Im z) |θ(z, τ)|.
Dans cette dernière définition, la dépendance en F est cachée dans le choix des fonctions thêta,
on trouvera plus de détails dans le paragraphe 4 de [Paz12]. La définition (7) est la définition
des βσ de [Bo96b].
Définition 5.3. Pour v une place finie associée à un premier p de Ok, on notera
β
L⊗r2 ,v
(P ) = βp(L⊗r2 ,F , P ) log Nk/Q(p).
Pour v une place archimédienne associée à un plongement σ, on notera
β
L⊗r2 ,v
(P ) = βσ(L⊗r
2
,F , P ).
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Proposition 5.4. Soit (A,L) une variété abélienne principalement polarisée sur un corps de
nombres k de degré d, de dimension g, semi-stable, avec L symétrique et ample. Pour toute
section P de π : A −→ Spec(Ok), on a :
ĥ
A,L⊗r2
(P ) = h
A,L⊗r2
(P )− 1
2
hF+(A) +
1
d
∑
v∈Mk
dvβL⊗r2 ,v(P )
où β
L⊗r2 ,v
est défini par (5.3).
Démonstration. La preuve de cette proposition est donnée dans [Paz12] au lemme 5.2, modulo
le passage à la hauteur de Faltings positive qui simplifie ici la formule en vertu de hF+(A) =
hF(A) +
g
2 log(2π
2).
6 Décomposition de la hauteur de Faltings d’une jacobienne
hyperelliptique
On s’intéresse dans cette partie aux jacobiennes de courbes hyperelliptiques. On donne une
formule explicite pour la hauteur de Faltings d’une telle jacobienne A, généralisant ainsi la
formule proposée par Ueno dans [Uen88] pour la dimension 2. Dans toute la suite k désigne un
corps de nombres, Ok son anneau d’entiers et on note S = Spec(Ok). Soient C/k une courbe
hyperelliptique et A = JC sa jacobienne.
Equations de Weierstrass et discriminants
Soient g ≥ 2 et k un corps de nombres. Soit v ∈Mk. On note kv le complété de k en la place
v, vu comme corps de fractions de l’anneau de valuation discrète Ov . Nous allons travailler avec
les équations de Weierstrass des courbes hyperelliptiques et leur discriminant associé. Pour
obtenir une meilleure formule close, nous allons utiliser les travaux de Lockhart [Loc94] aux
places archimédiennes, qui fournissent via la théorie de Mumford une contribution explicitée en
termes de fonctions thêta. Pour les places finies nous utiliserons les travaux de Kausz [Kau99],
Maugeais [Mau03] et Liu [Liu96, Liu02] qui impliqueront le discriminant minimal des modèles
de Weierstrass.
Définition 6.1. (Lockhart) Un modèle de Weierstrass (E) d’une courbe hyperelliptique C sur
kv est une équation du type
(E) : y2 +Q(x) y = P (x),
où P et Q sont des polynômes à coefficients dans kv tels que degQ ≤ g et degP = 2g+1. On
choisit P unitaire. Une telle équation est unique modulo les changements de variables
(∗)

x = ugx′ + s
y = u2g+1y′ + t(x′)
où u ∈ k∗v , s ∈ kv et t est un polynôme à coefficients dans kv de degré inférieur ou égal à g
(voir proposition 1.2 page 730 de [Loc94]).
Le discriminant de (E) est défini par ∆Lock(E) = 2
4g disc
(
P (x) + 14 Q(x)
2
)
. Le discri-
minant minimal de Lockhart ∆Lock(C) de C/kv sera le discriminant de valuation minimale
parmi tous les modèles (E) relativement aux changements de variables (∗).
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Définition 6.2. (Liu) Soient P,Q ∈ Ov[x] des polynômes avec degP ≤ 2g + 2 and degQ ≤
g + 1 tels que
(E) : y2 +Q(x)y = P (x) (8)
est une équation entière pour C où C/kv est hyperelliptique de genre g. On note ∆Liu(E) =
2−(4g+4) disc2g+2(4P +Q
2) le discriminant de (8). Si on écrit de plus
P = p2g+2x
2g+2 + · · ·+ p0 et Q = qg+1xg+1 + · · ·+ q0
où p2g+2 et qg+1 sont des éléments (éventuellement nuls) de Ov. On a unicité de ce modèle
modulo les changements de variables (voir [Liu02], corollaire 4.33 page 296)
(∗∗)

x =
ax′ + b
cx′ + d
y =
H(x′) + ey′
(cx′ + d)g+1
où
(
a b
c d
)
∈ GL2(K), e ∈ K∗, H ∈ K[x′] avec degH ≤ g + 1.
Le discriminant minimal de Liu ∆Liu(C) de C sera le discriminant de valuation minimale
parmi tous les modèles (E) relativement aux changements de variables (∗∗), voir [Liu02] 1.26
page 464 and 1.9 page 480.
Lorsqu’on passe d’une équation E à une équation E′ par le changement de coordonnées
(∗) on obtient la relation ∆E = u4g(2g + 1)∆E′ .
Formes différentielles
Soit C une courbe hyperelliptique donnée par un modèle de Weierstrass E. On peut alors
exhiber une base de H0(C,Ω1C/k), donnée par les formes :
ωi =
xi−1dx
2y +Q(x)
, 1 ≤ i ≤ g.
Considérons alors la g-forme α = ω1∧ ...∧ωg. On vérifie que lorsqu’on change de coordonnées
en utilisant (∗) dans le modèle de Weierstrass pour passer de E à E′ on obtient la relation
α = u−g
2
α′. Ceci va nous permettre de trouver une g-forme différentielle η ne dépendant pas
du modèle de Weierstrass. On va chercher η de la forme :
η = ∆aE(ω1 ∧ ... ∧ ωg)b, avec a, b ∈ Z.
Un changement de modèle de E vers E′ de la forme (∗) conduit alors à :
η = u4g(2g + 1)a− g2bη′.
On fait le choix a = g et b = 4(2g + 1) et on obtient :
Proposition 6.3. La g-forme η = ∆
g
E (ω1∧ ...∧ωg)⊗4(2g + 1) est indépendante du modèle de
Weierstrass E choisi. Elle est de plus bien définie sur les modèles (E) et est aussi indépendante
du modèle E choisi.
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Démonstration. L’invariance plus générale par le changement de variables (∗∗) est un calcul
direct. Cela avait déjà été remarqué dans [Kau99] proposition 2.2 page 43.
On va donc utiliser la section η pour calculer la hauteur de Faltings exprimée comme
en (3.2). On a besoin pour cela du résultat de la proposition suivante. L’invariance par les
deux classes de changements de variables nous permettra de tirer parti du meilleur modèle
aux places finies (suivant [Kau99]) et d’un modèle pratique au regard des fonctions thêta aux
places archimédiennes (suivant [Loc94]).
On commence par définir :
Définition 6.4. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe algébrique lisse à réduction
semi-stable définie sur k et de genre g. On note p : C → S un modèle entier sur S = Spec(Ok)
semi-stable de la courbe C. On appelle hauteur de Faltings de C/k la quantité :
hF+(C) =
1
[k : Q]
d̂eg(det p∗ωC/S),
où le choix de métriques hermitiennes est ‖α‖2v = i
g2
(2π)2g
∫
α ∧ α.
On remarquera qu’il s’agit bien de la hauteur stable car on travaille sur un modèle semi-
stable de C.
Proposition 6.5. Soient k un corps de nombres et C/k une courbe algébrique lisse à réduction
semi-stable. On a alors :
hF+(JC) = hF+(C).
Démonstration. Notons S = SpecOk et soit p : C −→ S un modèle entier semi-stable de la
courbe C, de section neutre ε. On considère A = Pic0C/S . On a alors :
Lie(A) ≃ R1p∗OC .
De plus par dualité de Grothendieck (on pourra consulter le paragraphe 6.4.3 page 243 de
[Liu02]) :
(R1p∗OC)
∨ ≃ p∗ωC/S.
On calcule alors :
ε∗Ω1A/S ≃ Lie(A)∨ ≃ p∗ωC/S ,
d’où :
ε∗ΩgA/S ≃ det p∗ωC/S ,
et cet isomorphisme est une isométrie d’après le 4.15 de l’exposé II de [SPA]. Il suffit alors de
prendre le degré d’Arakelov de chaque côté pour obtenir la proposition.
Partie non archimédienne
On garde les notations des paragraphes précédents. La section η correspond au choix de
section Λ fait dans [Kau99]. Dans cet article, Kausz analyse les contributions en chaque place
finie, ce qui permet d’obtenir la proposition suivante :
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Proposition 6.6. La section η s’étend en une section globale entière sur le modèle de la
courbe C. Il existe des entiers naturels ev tels que la somme des contributions aux places finies
s’exprime par :
log
(
Card(det p∗ωC/S/ηOk)
)
=
g log Nk/Q(∆Liu(C))−
∑
v|∆Liu(C)
dv(8g + 4)ev log Nk/Q(v).
Démonstration. La section s’étend sur le modèle entier d’après le théorème 3.1 page 44 de
[Kau99], on a ainsi ordv(η) ≥ 0. En reprenant les calculs à l’équation (1) de la preuve de la
proposition 5.5 page 57 de loc.cit., on peut déduire que pour toute place finie v il existe un
entier ev ∈ N dépendant du modèle hyperelliptique et tel que :
ordv(η) = g ordv(∆E)− (8g + 4)ev .
Notons qu’en combinant avec l’article de Maugeais [Mau03], théorème 1.1 (voir aussi [Mau06]
pour une version corrigée) on peut supprimer l’hypothèse de bonne réduction en 2 faite dans
[Kau99].
Partie archimédienne
On se base ici sur les travaux de Lockhart [Loc94], dont les calculs s’appuient en bonne
partie sur [Mum84], lequel nécessite un modèle hyperelliptique de degré impair. Rappelons ici
les notations de l’introduction. Tout d’abord pour m ∈ 12Z2g on pose :
ϕm(τ) = θm(0, τ)
8,
où θm(z, τ) est la fonction thêta de caractéristique m associée au réseau de dimension g dont
la définition est rappelée en (2). Si S est un sous-ensemble de {1, 2, ..., 2g +1} on définit alors
mS =
∑
i∈S
mi ∈ 1
2
Z2g avec :
m2i−1 =
[
t(0 ... 0 12 0 ... 0)
t(12 ...
1
2 0 0 ... 0)
]
, 1 ≤ i ≤ g + 1 ,
m2i =
[
t(0 ... 0 12 0 ... 0)
t(12 ...
1
2
1
2 0 ... 0)
]
, 1 ≤ i ≤ g ,
où le coefficient non nul de la première ligne est en i-ème position. Soit alors T la collection
des sous-ensembles de {1, ..., 2g + 1} de cardinal g + 1. Soit U = {1, 3, ..., 2g + 1} et notons ◦
l’opérateur de différence symétrique. On définit alors :
ϕ(τ) =
∏
T∈T
ϕmT◦U (τ). (9)
On pose enfin l =
(2g+1
g+1
)
et n =
( 2g
g+1
)
= g2g+1 l. On a alors la proposition suivante dont la
preuve figure dans [Loc94] :
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Proposition 6.7. (Lockhart) Soient C/C une courbe hyperelliptique et P ∈ C(C). Soit E
un modèle de Weierstrass de (C,P ). On uniformise JC(C) ≃ Cg/ΛE avec le réseau ΛE =
Ω1Z
g+Ω2Z
g et τE = Ω
−1
1 Ω2. Soit V (ΛE) le covolume du réseau ΛE dans C
g. Alors la quantité
|∆E |V (ΛE)4+
2
g ne dépend pas du choix de E et on a :
|∆E |V (ΛE)4+
2
g = 24gπ8g+4
(
|ϕ(τE)|det(Im τE)2l
) 1
n
.
Nous allons ainsi pouvoir calculer la contribution archimédienne à la hauteur de Faltings
positive (voir [deJo07] pour un calcul similaire) :
Proposition 6.8. Soient C/k une courbe de genre g donnée dans un modèle hyperelliptique
E de discriminant ∆E et ωi =
xi−1dx
2y+q(x) , i ∈ {1, ... , g}, une base des formes différentielles sur
C. Soit v ∈M∞k . Soit η = ∆gE(ω1 ∧ ... ∧ ωg)⊗8g+4. Alors on a :
log ||η||v = (8g + 4) log
(
2−
g
4g+2 |ϕ(τE)|
1
4l det(Im τE)
1
2
)
.
Démonstration. Il suffit de calculer :
||η||2v = |∆E |2g(||ω1 ∧ ... ∧ ωg||2v)8g+4
= |∆E |2g 1
(2π)2g(8g+4)
(∫
Av(C)
ig
2
ω1 ∧ ... ∧ ωg ∧ ω1 ∧ ... ∧ ωg
)8g+4
= |∆E |2g 1
(2π)2g(8g+4)
(2gV (ΛE))
8g+4
=
2g(8g+4)
(2π)2g(8g+4)
|∆E |2gV (ΛE)8g+4
=
2g(8g+4)
(2π)2g(8g+4)
28g
2
π2g(8g+4)(|ϕ(τE)|det(Im τE)2l)
2g
n
= 2−4g(|ϕ(τE)|det(Im τE)2l)
2g
n ,
donc
||η||v = 2−2g|ϕ(τE)|
g
n det(Im τE)
2lg
n .
La formule est établie en observant que gn =
8g+4
4l et
2lg
n =
8g+4
2 . On obtient lorsque g = 1,
comme ϕ(τ) = 28∆(τ) (voir [Loc94] page 740), l’expression ‖η‖v = 26∆(τ)(Im τ)6.
Preuve du théorème 2.3
Démonstration. On déduit la preuve du théorème en mettant bout à bout les calculs des
deux paragraphes précédents, rassemblés dans les propositions 6.6 et 6.8. On peut choisir
le discriminant minimal dans la formule finale en minimisant le modèle place par place. On
définit donc le discriminant ∆min comme le produit des discriminants minimaux locaux. On a
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donc par définition que ordv(∆min/k) = ordv(∆Liu(C/kv)) pour chaque place v finie de k. Le
calcul donne naturellement l’expression de (8g + 4)hF+(Jac(C)).
7 Calculs explicites en dimension 1
On montre dans les paragraphes qui suivent que la formule de hauteur d’une courbe ellip-
tique est bien la même dans toutes ces différentes approches.
7.1 Formule hyperelliptique
La spécialisation au cas du genre g = 1 du théorème 2.3 fournit l =
(
2g+1
g+1
)
= 3. Soit E
une courbe elliptique définie sur un corps de nombres k. Pour toute place archimédienne v, on
note τv un nombre complexe tel que Ev(C) ≃ C/(Z + τvZ) et ∆min le discriminant minimal
de E/k. Alors ev = 0 et 12fv = ordv(∆min), donc
d · hF+(E) =
∑
v|∆min
dv
1
12
ordv(∆min) log Nk/Q(v)
−
∑
v∈M∞
k
dv log
(
2−
2
12 |ϕ(τv)|
1
4·3 det(Im τv)
1
2
)
,
de plus il y a trois sous-ensembles de cardinal 2 dans {1, 2, 3}, qui fournissent après un rapide
calcul ϕ(τ) = θ82θ
8
3θ
8
4 = 2
8∆(τ). On obtient bien
12d · hF+(E) =
∑
v|∆min
dvordv(∆min) log Nk/Q(v)−
∑
v∈M∞
k
dv log
(|26∆(τv)|det(Im τv)6) .
7.2 Formule d’Autissier
La spécialisation au cas des courbes elliptiques de la formule d’Autissier donnée au théo-
rème 2.2 fournit :
hF+(E) = 2hˆL(Θ) +
2
d
∑
v∈M∞
k
dvI(Ev, λv).
On a hˆL(Θ) = 0 (voir la partie de définition page 1453 de [Aut13]) car le diviseur est de
torsion dans le cas elliptique. De plus par la proposition 2.1 page 1452 de [Aut13] il vient
I(E,λ) = − 1
24
log
(|∆(τ)|(2 Im τ)6) .
On obtient donc bien la même formule que celle du théorème 2.1 pour le cas de bonne
réduction partout. Dans le cas général, pour les contributions locales aux places finies, le
résultat est donné dans le théorème 7 de Faltings [Fa84].
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